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Energia Potencial em uma dimensao

Na secao passada, estudamos o caso da particula livre. Por néo interagir com nenhum outro sistema fisico,
a particula livre tem trajetéria retilinea, uma vez escolhido um referencial inercial para analisé-la. Para
descobrir a curva que representa o movimento, utilizamos o postulado da conservagao da energia mecanica
e o fato de que a particula livre sé possui energia cinética. Agora, vamos fazer com que esta particula possa
interagir com outros sistemas fisicos, mas que ainda tenha seu movimento restrito a uma trajetéria retilinea.
Na prética, apenas tipos especiais de interagao manterao uma particula em uma tnica dimensao cartesiana.
No entanto, vamos nos utilizar desta situacao ideal para introduzir outros conceitos importantes.

Vamos supor, agora, um sistema composto de duas particulas de massas mj; e mso. A Unica interacao no
sistema € a interacao entre as duas particulas, portanto, o sistema em si € isolado. Ambas as particulas per-
manecerao restritas a uma trajetoria retilinea, portanto, a interagao resulta em movimento unidimensional
para cada particula. Nesta configuracao, a energia do sistema é composta pela energia cinética da particula
1, K1, da energia cinética da particula 2, K5, e da energia de interacdo Vio = Vo1 = V (21, 22), denomina-
da energia potencial. No geral, a energia potencial pode depender das posicoes, velocidades e aceleragoes de
ambas as particulas, mas no caso mais simples, vamos supor que dependa apenas da posi¢gao. Assim, temos

1 1
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E = K1 + K2 + V12 = §m101 + §m202 + V(Zl,SCQ) .
Aqui, os observaveis sdo vetores em uma dimensdo, de modo que podemos ignorar a notacdo vetorial e
trabalhar com o médulo desses vetores.

Se o sistema é isolado, esta energia se conserva no tempo, ou seja,
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Como a trajetoéria é unidimensional, todos os vetores sao colineares, assim, a equagao acima pode ser satisfeita
de vérias formas. A conservagdo da energia nao é suficiente neste caso, porque matematicamente o sistema
nao é unidimensional. A trajetéria o é, mas precisamos de duas varidveis de posicao para identificar um
estado do sistema em determinado tempo t. Essas varidveis sao as posigoes xie x2. Embora o movimento
seja unidimensional, dizemos que ele possui dois graus de liberdade. Neste caso, precisaremos de mais um
postulado para tratar deste caso, o que deixaremos para a préxima segao.

Contudo, uma generalizacao deste sistema pode ser tratada unidimensionalmente apenas com o sexto pos-
tulado, assumindo-se ignorancia com relagdo a uma parte do sistema fisico. Considere, por exemplo, uma
particula de massa m restrita a uma trajetéria retilinea, mas que interage com um sistema de particulas,
chamado sistema 2. Vamos assumir que nao conhecemos nada sobre o sistema interagente, ou seja, nao temos
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informacao de sua energia de movimento ou sua energia interna. A energia do sistema completo (particula
+ sistema 2) deveria ser a soma:

1. Da energia cinética da particula 1;

2. Da soma da energia cinética de todas as particulas constituintes do sistema 2;
3. Da interacao de cada particula do sistema 2 com a particula 1;

4. Da interagao interna das particulas do sistema 2.

Complicado. Mas em muitos sistemas de interesse é possivel modelar a interacao do sistema 2 com a particula
1 com uma unica energia potencial V (z). Neste caso, estamos ignorando o que ocorre com o sistema 2, ja que
nao temos como ter informagoes completas sobre ele, e estamos analisando apenas o movimento da particula
1. Neste caso, a energia relacionada a particula 1 é dada apenas por

1
EzimUQ—‘y-V(l‘).

No geral, nao esperamos que esta energia seja conservada, pois estamos deixando de fora o sistema 2. Assim, a
particula 1 passa a ser um sistema aberto, ou nao isolado, portanto, o postulado 6 nao se aplica. Mas existem
sistemas nesta situagdo que possuem energia (1) conservada. Sdo exemplos de sistemas conservativos.

Assim, o sistema descrito pela energia (1) é genuinamente unidimensional, possuindo um unico grau de
liberdade, representado pela posicao x. Se esta energia se conserva, temos

@—0 == —1—8—‘/ =0
dt T e )T

que resulta em
ov

o

equacao (2) é o que conhecemos como a equacao de movimento do sistema 1.

ma =

O fato é que é possivel modelar a interacao sobre um sistema fisico de interesse, resultando da interagao com
um sistema desconhecido, em um grande ntimero de aplicagoes. Este é o caso, por exemplo, ao analisarmos
corpos em queda na Terra. Se o corpo em queda tem massa e dimensoes muito menores que a Terra, ele pode
ser modelado como uma particula. A Terra, por outro lado, é um corpo extenso complexo, mas que pode
ser modelado por um sistema de particulas, como o sistema 2 acima. Nao é necessario conhecer a dindmica
da Terra para estudar a queda do corpo com um alto grau de precisdo. Como a interagdo gravitacional, que
rege a interagao neste caso, é conservativa, podemos ignorar a Terra e modelar a queda do objeto como o
movimento de uma particula com energia potencial dependente apenas da posigao do corpo com relagao a
uma posicao de referéncia.

Assim, cada expressao para V(z) remonta a um sistema conservativo unidimensional distinto. A particula
livre, tratada na se¢ao passada, é um sistema de potencial zero, ou constante. Note que, se a energia potencial
é constante, a energia cinética continua um invariante dindmico. Como resultado, o acréscimo de um valor
constante a energia de uma particula nao muda o movimento da particula. No caso da particula livre, basta
ver que (2) se resume a & = 0 se V constante, portanto, um potencial constante nao resulta em verdadeira
interagao.

A quadratura

Vamos supor, agora, o caso de uma particula restrita a uma reta, sujeita a um potencial que depende apenas
da posigao dessa particula na reta, ou seja, V- = V(z). A auséncia da velocidade ou da aceleragao pode parecer
pouco geral, mas o fato é que muitos sistemas de interesse possuem V como fungao apenas da coordenada.
Neste caso, a energia da particula é dada pela expressao (??). Por enquanto, vamos supor que esta energia
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se conserva. Assim, F é uma constante de movimento. Assim como no caso da particula livre, cada valor de
E definird uma curva distinta sobre a trajetoria retilinea. Vejamos como isso ocorre.

Da expresséao (3), vemos que

2_ 2
m

v [E-V(z)] = v== %[E—V(m)},

que da origem a equacao diferencial total

dr = dty| 2 (B V (2))

Contudo, diferentemente do caso da particula livre, o lado direito depende de x em razao da energia potencial.
Nao é possivel simplesmente integrar esta expressao. Mas se considerarmos que o movimento é retilineo e
que, em um subdominio da curva z = z(t), a funcdo da curva seja bijetora, teremos, pelo menos para um
intervalo At definido, uma curva inversa t = t(x) bem definida. Neste caso, podemos escrever

m dx

Caso a curva nao tenha inversa unica em determinado dominio, podemos quebrar o dominio em partes onde
a fungdo t = t(x) é bem definida. Na expressao (4), vemos que o lado esquerdo depende apenas do tempo,
enquanto o lado direito depende apenas da posi¢ao. Assim, podemos tomar a integral

m [ dz’
tfm:id—/)—————a
2 xo E— V (IEI)
A integral definida, denominada quadratura, pode ser resolvida analiticamente em poucos casos. Mas pode

ser sempre trabalhada numericamente ou estimada por métodos aproximativos se a energia potencial for
analitica. Vamos supor que, resolvida, a integral resulte em uma fungio de x. Assim, podemos escrever

t—t0:@($,E,$0),

em que explicitamos a dependéncia na energia e na posi¢do inicial. Como ¢ = #(x) tem uma inversa por
defini¢do no domfnio I = [to, t], podemos inverter a expressao acima para obter a curva z = O~ (xg, to, F, t) .
Esta é a curva percorrida pela particula com potencial V' (z) energia constante E em uma dimensao.



O Potencial linear

Figure 1: Exemplo de potencial linear: queda livre em baixa altitude. https://pt.wikipedia.org/wiki/
Queda_livre.

Vamos tratar do caso em que V' = —az com a € R;. Neste caso, temos a quadratura

t—t i,/m/m da’
Y S
2 Jyo VE + ax'

Podemos escrever a integral na forma
/m /z dz’ _m /x dx’
2 Jyo VE + ax' 2a0 g \/E/a—l—x/.
Tomemos a transformagio de varidveis ' — y = F/a + a’. Assim, d2’ = dy e
T dr’ E/a+z
\/W / . a— / Y2y
2a zo \/ E/Oé+x 2 E/a+zo
E
m [ y/? aTT o E 1/2 E 1/2
vl By =4/— || -+ — | — + 20 .
20 \1/2 ) &4, « a !

om [/ E 12 /g 1/2
t—t()::l: _— — 4+ — *+CEO .
« « «

Temos que inverter esta relagao. Neste caso, escrevemos

O resultado vem a ser

Entao, temos
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E 1/2 o E 1/2
—+x =+ /5= (t—to) + | — + 0 .
o 2m o

Vamos elevar esta expressao ao quadrado:

E E 1 « 2
Z ="t/ —(E 1) + - (t — tg)2.
a+x a—i—xo 2m( + axg) ( o)+2m( 0)
= 20+ 2y = (B + azo) (t — to) + - (¢ — to)?
— 40 om 0 0 m 0 .

Note que esta curva tem a seguinte expressao para a velocidade:

dx 1 @
= =42/ — (B = (t—to).
V= o (E + axo) + - (t —to)
No tempo inicial t=t 0 , temos
1
v (tg) = £2 by (E 4 axg) = vo,

que ¢ a velocidade inicial. Ainda, temos a aceleracao

Como resultado:

dv A2z «
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Portanto, chegamos a ja conhecida expressao para o movimento uniformemente varidvel

1
T = Xg + ’UoAt + ia (At)2 .

Note que o sinal & cobre os casos de velocidade inicial no sentido positivo ou negativo do eixo e;. Suposta-
mente, poderiamos ter evitado trabalho ao simplesmente resolver a equagao (eq:02) para o potencial —ax.
Mas isto certamente seria muito menos interessante para um curso avancado de mecanica. Além disso, a
quadratura explicita a importancia dos invariantes dindmicos e suas relagoes com as curvas percorridas pelas
particulas de forma mais fundamental. Esta consciéncia torna-se vital em sistemas mais complexos, como
veremos.
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Figure 2: Exemplo de potencial quadratico: sistema massa-mola.
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O préximo exemplo em ordem de complexidade é o potencial V' = ax?

Vamos ver qual é sua curva solucao através da quadratura

m [7 da’
t—ty ==+ 7/ e
2 Jyo VE — az'?

Nesta integral, é mais conveniente a forma
n ['m / v dx’
2F zo /1 — %xlz )

visto que uma simples transformagao de variaveis nao resolve a integral.

, novamente para « real e nao negativo.

Agora, introduzimos a transformacao =’ — y = /%', que resulta em,

a/E
ttg =4/ /
2c y2

Esta é um integral que deve ser resolvida por uma transformacao trigonométrica. A dica é a forma da raiz
no denominador, /1 — y2. Se y = cos 6§, temos que

V1=1y2=+/1-cos?6 = siné.

Por outro lado, dy = — sin #df. Assim,

/ Y d
t — toamp; = =+ m/ \/17y7

—sin6'do’ m [? m
=4y — =4, /= f= 20— 6y).
amps = 2a /90 sin 6/ 20 Jp, d0 2a (6= 60)
6 = arccosy = @
= Y = arccos IR

Agora, temos que



portanto,

t—to=\/m arccos (@Q — arceos (@x)] .

A inversa desta relagao resulta em
E 2a Q
=1/— —At+ — , 1
x =4/ -, Cos 1/ - arccos (UE:UO)} (1)

que ¢ o resultado final. Vamos ver o que hé de familiar nesta equagao.

Se t = tg, podemos calcular a posigao inicial da particula:

|E E [a
z (to) = — cos [:I: arccos (@@O] = :l:\/; %fo = 4.

Este resultado seria esperado, a menos do sinal +. Vamos discutir isso em instantes.

2a a

1/ EAt + arccos (, / ECEQ)
2a «Q

1/ EAt =+ arccos <1 / Exo)] .

Com as solugbes, torna-se claro que este sistema é um oscilador. Vamos supor que, na posicao inicial xg,
o observador ligue seu relégio, de modo que to = 0. Isto facilita nossa andlise. Se z (0)é positivo, temos a
solugdo com sinal + em (??). Além disso, a fungéo cosseno tem imagem no intervalo [—1,1]. Assim, o maior
valor de x é dado por A = \/E/«a, enquanto seu menor valor é dado por A = —y/F/«a. Portanto, A é

a amplitude do oscilador. Neste caso,
2 To
t/— % 3 (—)
- Farccos ( —

O tempo gasto para que o oscilador percorra um ciclo do movimento é denominado periodo. Podemos
calcula-lo a partir da prépria quadratura, visto que

Neste caso, o periodo é duas vezes o tempo que o oscilador gasta para percorrer o trajeto de x = Aax = —A.

Assim,
[m [ [
Tamp;= 2 %0 [arccos (— EA) =+ arccos ( EA)]
[m fm
amp; =2 % [arccos (—1) £ arccos (1)] = 27 %0

Por outro lado, a frequéncia da oscilagdo é definida por f = 1/T, ou seja, f = (\/Qa/m) / (2m).

A velocidade é calculada por
dx 2F |
v=— = —4/—sin
dt m

2
a=——VakF cos
m

)

e a aceleragao:

x = Acos

Ainda, a frequéncia angular, ou velocidade angular é definida por w = 27 f, que resulta em



Com estes novos parametros, temos as solucoes

ramp; = A cos {wt =+ arccos (%)} ,

[2F
—1/ — sin {wt + arccos (@)} ,
m A

2
aamp; = ——V akF cos {wt =+ arccos (%)} .
m

vamp;

Para completar esta secdo, vamos calcular a energia em funcdo de w e A. Neste caso,

1
E=qaA’= §mw2A2.

Assim, .
xamp; = A cos {wt =+ arccos (XO)} ,
. Zo
vamp; = —wAsin {wt =+ arccos (X)} ,
2 Lo
aamp; = —w*A cos [wt =+ arccos (Z)} ,

como esperado. No geral, temos essas expressoes escritas para a condigao inicial xop = A, o que resulta em

= Acos (wt), v=—wAsin(wt), a=—w?Acos(wt).
Observando as solugdes (??), vemos claramente que a = —w?x, ou seja,
i+ wir =0. (2)

Esta é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem, e é definida como a equagao de movimento
do sistema. Assim, uma equagdo de movimento em mecanica cldssica geralmente é uma EDO de segunda
ordem, salvo nos sistemas que estudaremos no formalismo hamiltoniano.



