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O postulado 3

Até este ponto de nossa tentativa de axiomatizagao da mecanica clédssica, introduzimos dois postulados:

1. Postulado 1: A posicio de uma particula é representada por um ponto em R3.
2. Postulado 2: A distancia entre duas particulas é definida pela métrica euclidiana.

Com estes pontulados, discutimos os conceitos de

1. Particula e Interagao;
2. O espago euclidiano e suas simetrias;
3. Observaveis euclidianos,

como integrantes fundamentais da teoria.

Agora, devemos introduzir outros dois postulados. O primeiro sedimenta a ideia de como o movimento das
particulas é representado no espago euclidiano e se suporta na percep¢ao de que uma particula nao pode ser
criada ou destruida. Neste caso, se uma particula se move de um ponto A a um ponto B, ele deve percorrer
um conjunto continuo de pontos entre esses pontos, passando por todos os pontos. Este conjunto de pontos
é denominado trajetoria. Por enquanto, é irrelevante a razao do movimento.

Postulado 3: O movimento de uma particula é representado por uma curva suave no espaco
euclidiano tridimensional.

Assim, apresentamos formalmente o conceito de movimento e seu correspondente do lado matemético do
mapeamento de que tanto discutimos; a curva.

Curvas e Trajetérias em R?

Uma curva é uma relacao entre um intervalo fechado da reta real e o espago euclidiano:
v : I =[to,t] CR — R3.

Portanto, um subconjunto de ntimeros reais, que constitui o dominio da curva, é relacionado a um conjunto
de pontos, o conjunto imagem de v, do espago euclidiano, que constutui seu contra-dominio.


https://youtu.be/cy9LSFUaRbE

Aqui, vamos diferenciar o conceito de curva e de trajetéria. Uma trajetéria é composta pelo conjunto imagem
da curva e é denotada por um conjunto de equagoes x = x(t), ou

r1 (1)
x=[ x2(t) |,
3 ()

assim, cada ponto da trajetéria estd relacionado a um parametro t através de um conjunto de equagoes
paramétricas. Por exemplo, uma reta no eixo e; é descrita pela equacao x = a + bt, em que a e b sao
constantes. Os conceitos de curva e trajetdria estdo relacionados, mas nao sdo iguais. A curva possui uma
orientagao definida, enquanto a trajetéria ndo: uma particula que vai de um ponto A para um ponto B
sobre uma trajetéria percorre o mesmo conjunto de pontos que uma particula que vai de B a A pelo mesmo
caminho. Assim, as trajetérias sao iguais. Contudo, ambos os movimentos sao descritos por curvas diferentes.

O tempo

O intervalo I = [tp, t] é um conjunto varrido por um parametro continuo ¢ que, no geral, é arbitrario. A para-
metrizacao mais utilizada para uma curva é seu préprio comprimento, definido a partir da métrica euclidiana.
Contudo, na mecanica classica existe uma parametrizacdo especial, definida pelo seguinte postulado:

Postulado 4: O tempo é o pardametro das curvas que determinam a trajetoria das particulas e
é definido pelo observador através de relégios. Possui as seguintes propriedades:

e O tempo é homogéneo e uniformemente crescente;
e Os intervalos de tempo sdo independentes dos observadores.

Assim, a mecanica cldssica define um parametro “quase absoluto”, definido por cada observador através de
seu proprio relégio. Um relégio, neste caso, é um sistema fisico oscilatério, que permite que o observador
relacione um nuimero real sempre que o relégio retorne a uma configuragao de referéncia.

Ao postular que o tempo é homegéneo, estamos dando ao pardmetro ¢ a mesma liberdade que damos a
um ponto do espago euclidiano, o da escolha arbitraria da origem. Assim, o tempo inicial {3 de uma curva
é arbitrario e pode ser livremente escolhido por um observador. Portanto, dois observadores nao precisam
concordar com a origem do tempo, o que torna o tempo um conceito relativo: nao existe tempo absoluto.

Contudo, os intervalos de tempo nao sao relativos. Por isso dizemos que a parametrizagao é quase absoluta.
A segunda propriedade do postulado 4 nos diz que dois observadores precisam concordar com o intervalo de
tempo sobre a curva. Portanto, t — tg para t > ty é invariante por translagoes na origem do tempo. Neste
caso, o espago do parametro temporal é um subespaco euclidiano unidimensional tipico: é homogéneo e sua
funcao distancia é invariante por translagoes. O mesmo ocorre, se nos lembrarmos, com as coordenadas de
distancia em uma reta real.

O parametro temporal pertence, portanto, a um espaco homogéneo com métrica invariante. Contudo, héa
uma diferenca com relacao a uma coordenada de posicao: na primeira propriedade, dissemos também que o
tempo deve ser uniformemente crescente. O que isto significa? Se pensarmos bem na questao, isto sé pode
significar que uma curva tem comprimentos de trajetéria iguais para tempos iguais. Do inicio da curva até
seu final, o comprimento sé pode crescer e, portanto, o tempo age da mesma forma. Pode apenas ser contado
no sentido positivo de R. Assim, o tempo deve ser proporcional ao comprimento da trajetéria.

H4 fortes razdes empiricas para postularmos que a seta do tempo sempre aponte para frente. Deixarei que
essas razoes sejam descobertas pelo leitor, em uma tarefa de pesquisa que serd definida no curso.



Suavidades das curvas

Uma curva é continua se a imagem reciproca de um conjunto aberto em R3 é um conjunto aberto em 1.
Intuitivamente, isto significa que pequenas variacoes no tempo implicam em pequenas variagoes no ponto da
trajetoria. Esta condicao é fundamental para garantir que as trajetérias de particulas sejam continuas no
sentido intuitivo, ou seja, que ela nao possa “aparecer” e “desaparecer” durante o movimento.

Contudo, continuidade nao é suficiente. E necessario que as primeiras e segundas derivadas das curvas existam
e sejam, também, continuas. Isto é o que se definide como diferenciabilidade, ou suavidade. Se a primeira
derivada da trajetéria existe e é continua, dizemos que a curva é de classe C'. Se a segunda derivada existe e
é continua, a curva é de classe C2. Uma curva suave, ou infinitamente diferencidvel é o ideal para representar
o movimento de uma particula, ou seja, uma curva de classe C*°. Contudo, para a mecanica clédssica, é
suficiente que as curvas sejam de classe C?. A razdo serd explicada mais adiante, em razdo dos postulados
dinamicos.

Velocidade

A primeira derivada de uma curva é a velocidade. Assim, vamos tomar uma trajetéria genérica x = x(t),
ou seja, descrita pelo conjunto de equagoes

r1 = X1 (t) 5
xo =x9 (1),
I3 = I3 (t) .
Se a curva for ao menos de classe C!, existem as primeiras derivadas
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que definem as velocidades nas diregoes e1, e; e e3. Portanto, uma curva suave nos permite definir a velocidade

de uma particula sobre a trajetoria:
_dx .
VEuw TN
em que o ponto acima do vetor posicio indica derivada temporal. Assim, a velocidade é o vetor que é a
derivada temporal da posicao.

Como o tempo é monotonicamente crescente, isto significa que ha uma relagao linear do tempo com o com-
primento da curva. Se denominarmos o comprimento da curva como s e impusermos a condi¢ao inicial tg = 0
para s = sg = 0, temos que s = ut, em que v é uma constante. Assim,

dx _ dx@ dx

At dsdt . Vds

Por outro lado, o vetor dx/ds é um vetor tangente a trajetéria (lembrem-se de Célculo C). Podemos definir
um vetor tangente unitario através da relagao

P = dx/ds ’
|dx/ds|
assim,
dx| -~ .
=u|—|T=vT
vV=u ds' T,

em que, claro, v é o médulo da velocidade da particula. Portanto, a velocidade é sempre tangente a trajetéria.



Aceleracao

Caso a curva seja de classe C2, a trajetéria possui segunda derivada continua. Isto nos permite introduzir a
aceleragao:

d’x
a=— =X,
dt?
que tem a seguinte relacao com a velocidade:
dv .
a=—="v.
dt

Portanto, a aceleragao é a derivada primeira da velocidade e a segunda derivada da posigao.

Agora, tomemos a relagao (??). A derivada desta relagao implica em

. dT
v =0T +v—:.
V=2 —|—vdt

No primeiro termo, temos a aceleracao tangencial da particula:

cuja norma é a derivada do moédulo da velocidade. No segundo termo, temos a aceleragao centripeta

dT
ac = UE7

que pode ser escrita por
dT ds dr

ac = U%% = UUE.

Por outro lado, o vetor unitario definido por

o= dI:‘/ds
‘dT/ds‘
é um vetor normal & trajetéria (T - N = 0). Assim,
T| -
ac = vu E s

portanto, o médulo da aceleracao centripeta depende da velocidade, da taxa de variagao do comprimento da
curva com o tempo e da norma da variagao do vetor tangente com relacao ao tempo. Esta norma é o que
denominamos curvatura:

dr
ds

3

de modo que a¢c = vurkN.

Note, portanto, que a norma da aceleracao nao é a derivada da norma da velocidade, mas sim

a=la] = /92 + (vur)?,

dependendo também da curvatura da trajetéria.



Torcao

Se a trajetéria da particula é restrita ao plano formado por TeN , e este plano nao muda de orientacao
durante o movimento, a particula fica restrita a este plano, portanto, podemos ver que este é o caso de
um movimento bidimensional. Contudo, é possivel que um movimento mais geral resulte que este plano,
denominado plano osculante, mude com o tempo. Dizemos, assim, que a trajetoria da particula tem torcao
diferente de zero.

O vetor normal ao plano osculante com mddulo positivo na diregao da velocidade da particula é denomina-
do vetor binormal. Com o produto vetorial, podemos definir o vetor binormal através da relacao

B=TxN.

Abaixo, vamos introduzir o produto vetorial. Por enquanto, um plano osculante constante implica que o
vetor binormal tem derivada nula com relacdo ao tempo, ou mais precisamente, com relagao ao valor de
comprimento da trajetoria.

Se o vetor binormal nao é constante na trajetéria, temos

iB
ds

T = s

que define a torgao da trajetéria. Uma trajetéria com torgdo ndo se restringe ao movimento da particula
em um unico plano.

O produto vetorial

Em trés dimensoes, é possivel a definicao de um produto antissimétrico que leva dois vetores a um vetor, o
) )
produto vetorial. Neste caso, o produto é definido por uma operacao

o xo:RIxR*— R
com as seguintes propriedades (sejam u, vew € R3 e a,b € ®):

1. Antissimetria: u x v = —v X u;
2. Bilinearidade: u X (av + bw) = au X v + bu X w;
3. Identidade de Jacobi: u x (vx w)+v X (wxu)+wx (uxv)=0.

Contudo, o produto vetorial nao é associativo.

A expressao mais simples para o produto vetorial pode ser escrita pelo determinante

e amp;ey amp;es
uxv=det| uy amp;us amp;us |,
vl amp;ve  amp;vs

cuja norma ¢é definida pela expressao
|lu x v| = |u||v|sin8,

em que 6 é o angulo entre os dois vetores.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cross_product

