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A fisica fundamental

Se o objetivo da fisica é explicar a natureza da matéria em nivel fundamental (este ndo é o tnico objetivo,
mas certamente um de grande motivacdo), o nivel mais profundo de compreensao que temos hoje é o Modelo
Padrao das particulas elementares. A Fig. 1 classifica as particulas elementares de acordo com a massa,
carga elétrica e spin. No modelo padrao, a matéria é constituida por férmions e bésons. No geral, os férmions
sao os blocos construtores da matéria, enquanto os bdsons participam do processo de interagao. Férmions
sao separados em quarks, particulas massivas com carga elétrica e carga de cor, o que os torna sucetiveis a
forca nuclear forte, e léptons, como o elétron, que sdo massivos e podem possuir cargas elétricas definidas. As
particulas de interagao sao denominados Bésons de Gauge e sao os portadores das trés forcas fundamentais
constituintes do modelo (a gravitacao nao estd incluida). O Béson de Higgs, recém descoberto mas previsto
pela Teoria Quantica de Campos desde a década de 1960, figura como a unica particula elementar conhecida
de spin zero.

Figure 1: Um resumo do Modelo Padrao. https://pt.wikipedia.org/wiki/Modelo_Padr%C3%A3o0.

O arcabougo tedrico que dé origem ao modelo padrao é a Teoria Quéantica de Campos (TQC) Relativisticos,
que € a teoria quantica de sistemas sujeitos a relatividade restrita. Nesta teoria, somos for¢cados a redefinir o
conceito de particula, desta vez relegando-o a um papel derivado. Na TQC, em razao da relatividade restrita
redefinir as simetrias fundamentais do espago e do tempo, ja nao é possivel considerar que as particulas sao
eternas e indestrutiveis. De fato, a criagao e aniquilagao de particulas e anti-particulas foi descoberta como
elemento fundamental da TQC ja na década de 1930. Ainda consideramos que as particulas elementares sao
adimensionais, mas a origem dessas particulas, em oposicao a ideia classica que os posiciona como atores
independentes em um palco euclidiano pré-definido, é severamente distinta. Na TQC o espago-tempo e suas
simetrias fundamentais (tranlagdes, evolucdo temporal, rotacoes e boosts de Lorentz) determinam quais sao
as particulas permitidas pelo nosso Universo, portanto, o palco ainda é fixo, mas os possiveis atores sao
definidos pelas propriedades de simetria do espago-tempo.

Claramente, nao é possivel que toda a fisica dependa da TQC para ser compreendida. Isto ocorre porque
os fenomenos naturais na escala humana de tamanho e energia sdo complexos demais para ser explicados
com quarks, glions e léptons. A realidade objetiva permite a descricao através do modelo padrao apenas
nos grandes aceleradores de particulas, que alcangam as energias necessarias para que esses objetos possuam
relevancia. Assim, embora saibamos que a matéria seja fundamentalmente descrita pela tabela 1, esta nao
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é a descricao que utilizamos para fenéomenos atomicos e moleculares, para a quimica, para a biologia, ou
mesmo para a mecanica dos corpos macroscopicos, nosso interesse de estudo.

Hoje, sabemos que o conceito fundamental de particula ja nao suporta a definicao newtoniana, dada a
existéncia de fendmenos que nos obrigam a abrir mao deste conceito em favor de outros mais adequados.
Contudo, dentro do arcabouco da mecanica cléssica, a particula newtoniana é um conceito fundador e, até
certo ponto, suficiente para a definicao de uma realidade objetiva, ainda que limitada.

Assim, as caracteristicas definidoras de uma particula, ou seja, seus observédveis intrinsecos, trazem o conceito
de particula a realidade objetiva pois dois observadores quaisquer devem concordar com a medida destes
observaveis. E o caso ja mencionado da massa, da carga elétrica e do spin. Além desses observéaveis, devem
existir observéaveis extrinsecos, responsiveis por descrever outras caracteristicas do sistema fisico. Se nos
atermos a regra de que cada observavel possui um objeto matematico correspondente, devemos nos perguntar
quais estruturas matematicas podem ser definidas de modo a satisfazer o critério de realidade da teoria. E,
como vimos, ao menos por enquanto, tal critério de realidade estd ligado a homogeneidade e isotropia do
espaco euclidiano.

Como definir os observaveis?

Um observavel representa uma caracteristica do sistema fisico que pode ser medida por um observador. O
que define sua realidade fisica é a invariancia da medida com relagao a determinadas classes de referenciais.
Vamos definir essas classes mais adiante. Mas por enquanto, desejamos que dois observadores rotacionados
entre si concordem com as medidas que obtém dos observéaveis. Portanto, objetos definidos pela simetria de
rotagdo devem compor o conjunto de observaveis fisicos da mecénica cldssica. Como vimos, a distancia entre
dois pontos, que define a forma geométrica de corpos no espago, é um desses objetos. Matematicamente,
hé um forma rigorosa de se definir estes observaveis, usando Teoria de Grupos e Representacoes. Isto esta,
contudo, fora de nosso escopo. Abaixo, apenas discutirei quais seriam os objetos matematicos bem definidos
segundo essas simetrias.

Funcoes escalares

O primeiro objeto bem definido pelas simetrias do espaco euclidiano é a funcao escalar. Uma fungao escalar f
é uma funcio que leva pontos de R¥ em niimeros reais, o que descrevemos matematicamente por f : R¥ — R,
ou seja, o dominio é todo o conjunto dos pontos no espaco, e o contra-dominio é a reta real. Sao as funcoes
de trés varidveis que estudamos em Célculo. No geral, escrevemos a fungao como f = f (x1,z2,x3), ou seja,
como uma regra que relaciona trés niimeros reais a um unico nimero real.

Contudo, para que uma fungao seja uma fungao escalar, precisamos de mais uma regra. Suponha que um
sistema de coordenadas {x1,x2,x3} seja rodado para o sistema de coordenadas {y1, y2, y3} por uma matriz
de rotacao R. Esperamos que uma mudanca no sistema de coordenadas mude a regra de relagao que definie
a funcado, além da denominacao do ponto do dominio. Contudo, vamos apenas selecionar as fungoes que nao
se alteram diante de uma rotagao. Assim,

z—y=Rr = f(z)=>f(y=[f(2).

Isto quer dizer que a fungao rodada no ponto transformado precisa ser igual a fungao original no ponto
original, portanto, fungoes escalares sao invariantes por rotagoes.
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Figure 2: Exemplo de mapa escalar bidimensional. Distribui¢do Térmica da Cidade de Campo Grande. C.
A. de Souza e M. H. S. da Silva em http://dx.doi.org/10.5380/abclima.v21i0.45752.

Um bom exemplo de uma fungao escalar é a temperatura. Em determinado comodo, podemos determinar a
temperatura como uma fungao que depende do ponto do espago. Em um dia quente, a temperatura de um
quarto proximo a janela deve ser maior que a temperatura préximo a porta, e ainda maior que a temperatura
préximo ao ar condicionado. Esperamos, assim que a temperatura seja uma funcao real de cada ponto. Além
disso, o valor da temperatura em cada ponto nao deve mudar se rodarmos o sistema de coordenadas.

Vetores

Um vetor u, pertencente a um espaco vetorial real E, é todo objeto que pode

e Ser multiplicado por um nimero real, au € EV a € R
e Ser somado com outro vetor, Vu,v € E, u+v € F,

e possui as seguintes propriedades:

1.

oot N

8.

A multiplicagdo por escalar é distributiva: a (u + v) = au + av;
Outra propriedade distributiva: (a + b) u = au + bu;

A soma é associativa: u + (v + w) = (u + v) + w;

A multiplicagéo é associativa: a (bu) = (ab) u;

A soma é comutativa: u +v = v + u;

Existéncia do elemento neutro da multiplicacao: lu = wu;
Existéncia do elemento neutro da soma: 0 + u = w;

Existéncia do elemento inverso da soma: (—u) +u = 0.

A grande maioria dos observaveis fisicos sdo vetores, enquanto muitos objetos matematicos também o sdo.
Por exemplo, certos conjuntos de matrizes formam um espago vetorial, assim como fungoes analiticas em
determinados dominios. A visdo tradicional de um vetor como uma seta unido dois pontos de um espago,
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por outro lado, é uma alegoria pedagdgica causadora de muita confusao. Esta confusao vem do fato de que
o espago euclidiano, em si, é um espaco vetorial. Seus pontos, portanto, também sao vetores.

Vamos nos lembrar de outras definigdes importantes envolvendo vetores:

Dependéncia linear: Dois vetores sdo Linearmente Dependentes (LD) quando ambos estao
relacionados pela multiplicagao por niimero real, ou seja, se u = av, u e v sao LD. Dois vetores
LD sao também denominados colineares.

Independéncia linear: Um conjunto de vetores {uy,us,- - ,u,} = {u;} é linearmente inde-
pendente se nenhum membro do conjunto for uma combinacao linear dos outros membros, ou
seja, se nenhum subconjunto de dois vetores é LD. Neste caso, basta que a tinica solucao da
equagaoy ., a;u; = 0 seja a solugao trivial a; =0 V 1.

Base: Um conjunto de vetores B = {e;} é denominado uma base do espago vetorial E se B é
LI e se todo vetor de E puder ser escrito como combinagao linear dos elementos de B. Dizemos,
assim, que F é gerado pela base B.

Ha poucas aulas dissemos que os espagos euclidianos sao também espacos vetoriais. Portanto, a reta real
é um espago vetorial e os numeros reais sao vetores. E facil demonstrar que as propriedades de 1 a 7 sao
obedecidas neste caso. Contudo, no espaco unidimensional apenas um vetor de base existe, visto que todos
os outros sao colineares. Caso desejemos, podemos eleger o niimero 1 como base de R. Todos os demais
nimeros reais sao gerados a partir deste vetor por simples multiplicacao .... por nimeros reais. Mas nao
existird mais de um vetor que pertence a base de R.

O espaco euclidiano bidimensional R? também é um espaco vetorial. Cada ponto é um vetor, o que nio
contrasta com a alegoria comumente utilizada de que vetores bidimensionais sao setas ligando dois pontos do
espago. Enchergar vetores como setas € til do ponto de vista geométrico, mas propriedades como diregao e
sentido necessitam de mais estrutura para serem introduzidas. Ainda assim, podemos verificar que R? permite
uma base de dois elementos, por exemplo, os pontos e; = (1,0) e ez = (0,1) em um sistema de coordenadas
cartesiano. Estes ndo sdo os dnicos exemplos. Quaisquer dois vetores nio colineares sdo geradores de R2.

Como estamos interessados no espaco euclidiano tridimensional R3, observaveis vetoriais serfo membros
deste espaco. Em R3, toda base tem trés vetores LI, por exemplo, os pontos e; = (1,0,0), ex = (0,1,0)
e ez = (0,0, 1), mais uma vez tomando-se um sistema de coordenadas cartesiano.

Em R3, como cada ponto é um vetor, podemos agora tratar a posicio de uma particula como vetor. E como
todo vetor pode ser escrito como combinacao linear de uma base, escrevemos

3

X =z1€1 + To€ + T3€3 = E i€,
i=1

e este é o vetor posigao. Quando escrevemos vetores considerando uma base vetorial, as operagoes de multi-
plicagao e soma sao descritas pelas expressoes

ax = (axy) e1 + (ax2) ex + (axs) es,

x+y=(x1+y1)er+ (z2+y2)e2 + (w3 + y3) e3.

O produto escalar

As propriedades usualmente atribuidas aos vetores euclidianos de mdédulo, diregao e sentido dependem da
operacao de produto interno, também conhecida por produto escalar. O produto escalar é uma relagao que
leva dois vetores a uma funcao escalar, ou seja,

(x-y):R¥*xR® = @,
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em que ® é o espago das funcoes escalares. O produto escalar tem, também, as seguintes propriedades:

1. Simetria: x -y =y - x;

2. Bilinearidade: (ax + by) -z = ax -z + by - z;

3. Positividade: x - x > 0;

4. Nao degenerescéncia: x - x = 0 se, e somente se, x = 0.

Note que, no caso do espaco euclidiano, o produto escalar é uma funcgao de seis varidveis, como a funcao
distancia. De fato, a distancia entre dois pontos é um produto escalar que obedece as propriedades de 1 a 4.
Usar a métrica euclidiana como produto escalar implica em definir

3

Xy =2Z1y1 + Tay2 + T3Ys = Zﬂfzyz
i=1

Vamos relembrar mais uma definigao:

Moédulo ou valor absoluto: O médulo de um vetor x é definido pela expressao

x| = vx-x = VX2

Assim, vemos que o médulo de um vetor é a distancia entre o ponto de R? e a origem do sistema de
coordenadas.

Temos também:

Angulo: O angulo 0 entre dois vetores é definido pela expressao

()
0 = arccos | —=— | .
x|yl

Neste caso, o angulo entre dois vetores é definido pelo produto escalar euclidiano. Esta expressao nos remete a
defini¢do néo rigorosa de produto escalar x-y = |x| |y| cos 6. Portanto, é fato que vetores euclidianos possuem
modulo, diregao e sentido. Contudo, essas sao propriedades de um produto interno, nao do espago vetorial em
si. Por esta razao, o espago euclidiano é usualmente definido como um espago vetorial com produto interno
euclidiano.

Por fim, a nocao de ortogonalidade entre vetores também depende do produto escalar:
Ortogonalidade: Dois vetores sao ortogonais quando o produto escalar entre eles é igual a zero.
Uma base {e;} ¢ denominada ortonormal quando

0 amp;sei+#j
e e =
L 1 amp;sei =y

e, neste caso, é formada por vetores ortogonais de médulo unitério.

Notacao matricial

Nao hd uma tnica maneira de denotar os vetores matematicamente. Vetores em si sao objetos abstratos, mas
podem ser representados por suas componentes uma vez que uma base é escolhida. A forma de expansao em
(?7) é bastante usual, mas nem sempre a mais conveniente.



A notacgao matricial de um vetor é obtida a partir da escolha de uma base. Se a base é ortonormal e segue
a orientagao do sistema de coordenadas cartesiano, representamos os vetores de base como

1 0 0
ee=| 0], e=(11],e=| 0], (1)
0 0 1

ou seja, como vetores coluna. A expressao em (77?), neste caso, resulta em
T

X = Z Ti€; = L2 . (2)

T3

Assim, se temos vetores coluna, temos também suas transpostas, por exemplo
T _ _ T
x' = (z1,29,73) = E xie; . (3)
i

Representamos o produto escalar através do produto matricial

T
X-X=xIx = (x1,20,23) | X2 :x%+x§+x§:2x?. (4)
T3 %

Vetores euclidianos (vetores covariantes)

Transformacoes lineares, como ja vimos, sao melhor realizadas através de matrizes. Por exemplo, uma rotagao
passiva, com a qual ja nos familiarizamos, consiste na rotagdo do sistema de coordenadas por uma matriz
do grupo SO(3), ou seja, uma matriz ortogonal de determinante igual a 1.

Para que um vetor seja euclidiano, esta transformacao considerada sobre a base vetorial dos eixos e; deve

ter a forma
3

r— 1 =Rr = ei:zREeg,
j=1
em que RiTj sao as componentes da transposta da matriz R
Ry1 amp; Ri2 amp; Ri3
R=(R;j)=| Ra1 amp;Roy amp;Ra3
R31  amp; Rz amp; Rs3

Assim, um vetor x obedecerd a

_ _ T .7 /
X = E Trie; = E ZT; E Rijej = E Rjixiej
i J i

%

_ oAl /0
Jt 3

entao,

T; = g Rijx;.
J



Na notagao matricial, temos
x — x = Rx.

Usamos (?7?) para definir vetores euclidinos. Neste caso, sdo aqueles cujas componentes se transformam
como o sistema de coordenadas. Portanto, dizemos que um vetor euclidiano é um vetor covariante.

E f4cil ver que um vetor covariante tem sua norma invariante por rotagoes. Basta fazer uso do produto
escalar: .
X y=x)y =(@Rx)"Ry=x"RTRy =x"y =x-y.

Portanto, o produto escalar é invariante por rotacées. Em razao desta invariancia, a norma de um vetor e o
angulo entre dois vetores sao, também, invariantes euclidianos.

Funcoes vetoriais (campos vetoriais)

Uma fungao vetorial, ou um campo vetorial euclidiano, é um vetor euclidiano cujas componentes sao fungoes
de R3. Neste caso, temos u = u(zy, z2, z3), ou seja,

u = uy (1,72, 73) €1 + uz (71,72, 73) €2 + uz (71, T2, T3) €3,
que também tem notagao vetorial dada por

Ui (ﬂfl,xQ,x;})
u = (D] (Ilax27x3)
uz (1,72, 23)

Cada componente é uma fungao de trés variaveis, mas tais componentes continuam se transformando, por
rotacoes, de forma covariante u’ = Ru.

Diferenciagcao de campos vetoriais

A diferencial de um campo vetorial é definida pela expressao

du = duje; + duses + duges = Z du;e;,

7

ou seja, é um vetor cujas componentes sao as diferenciais das componentes do vetor u. Assim, também
podemos escrever
du1

O simbolo d, que denota a diferencial total, é um operador derivativo, ou derivada. De forma geral, uma
derivada tem as seguintes propriedades (considere a,b € Re f,g,h € @)

1. Linearidade: d (af + bg) = adf + bdg;
2. Regra de Leibniz: d(f - g) =df - g + f - dg;
3. Regra da composicao: se [ = g (h), df = g—idh.

A diferencial das componentes do vetor u é definida pela expressao

8uid —&—%d —|—%d — %
- 8x1 1 8x2 2 3%3 = 5 aZj

d.]?j.

Nesta expressao, g;? denota a derivada parcial da componente u; com relacao a coordenada x;.
J



Outra importante derivada é o gradiente de uma fungao escalar:

Vemos, assim, que as componentes da diferencial total sao também as componentes do gradiente de cada u;.

A terceira derivada de importancia em nosso curso é a divergéncia:

o aul 3u2 8u3 - 8uj
Vou= 8.731 +6$2 +(‘3x3 7;6.1?]

Trataremos do rotacional na ocasiao em que introduzirmos o produto vetorial.

Assim como o operador d, o operador V também é uma derivada. Contudo, o operador gradiente tem
componentes que consistem nas derivadas parciais. Exceto pelo fato de que essas componentes sao derivadas,
e nao fungoes, o gradiente pode ser visto como um vetor:

0 0 0 0
v:elaixl—i_e287$2+e387x3 —Xi:eiaixi.

0 0 0
V‘(aaa)

Na notagao matricial, temos

organizado como um vetor linha.



